Zaltacznik nr.4 (autoreferat w j. polskim) Leonardo Tinti

Leonardo Tinti
Instytut Fizyki, Uniwersytet Jana Kochanowsiego w Kielcach

Autoreferat

1. CV
1.1 Dane Wnioskodawcy
1.2 Kwalifikacje

1.3 Historia Zatrudnienia

2. Osiggniecia Naukowe

2.1 Tytut Osiagniecia Naukowego Zgloszonego w Ramach Procedury Habilitacyjnej
2.2 Cykl Publikacji Zwiazanych z Osiagnigciem Naukowym

2.3 Opis Celéw Naukowych i Wynikéw Obecnych Publikacji

2.4 Podsumowanie

3. Inne Osiggniecia Naukowe
3.1 Lista Pozostalych Publikacji (niezawartych w Osiggnieciu Naukowym)

3.2 Wnioski Koncowe

4. Bibliografia



Zaltacznik nr.4 (autoreferat w j. polskim) Leonardo Tinti

1. CV

1.1 Dane Wnioskodawcy
Leonardo Tinti

1.2 Kwalifikacje

2013 r., Doktorat z Nauk Fizycznych, Uniwersytet we Florencji, IT, “Thermodynamics and the
relativistic spin tensor”

2009 r., Magister, Fizyka, Uniwersytet we Florencji, IT
2006 r., Licencjat, Fizyka, Uniwersytet we Florencji, IT
1.3 Historia Zatrudnienia

10.2013 r. - 09.2016 r. Doktor Stazysta (Adiunkt), Uniwersytet Jana Kochanowskiego w Kiel-
cach, PL

10.2016 r. - 10.2017 r. Doktor Stazysta, The Ohio State University, USA
11.2017 r. - 10.2020 r. Doktor Stazysta, Goethe University, DE

11.2020 r. -obecnie Doktor Stazysta (Adiunkt), Uniwersytet Jana Kochanowskiego w Kielcach,
PL

Historia Finansowania

10.2016 r. - 07.2017 r. US-Ttaly Fulbright Scholarship, “Toward a more accurate formulation
of anisotropic hydrodynamics” 13100 USD, Dodatkowe Fundusze na Stanowisko Postdoktoranckie
w Ohio, 2017 r. - 2016 r.

06.2021 r. - 06.2025 r. NCN SONATA 16, “Hydrodynamika Relatywistyczna w ekstremal-
nych warunkach bez ekspansji pélklasycznych lub gradientowych”, (86 miesiecy przediuzone do
48) 268200 PLN

Dos$wiadczenie Dydaktyczne
2010 r. Cwiczenia z Mechaniki Klasycznej i Termodynamiki, Zajecia z Geologii, Florencja

2018 r. - 2019 r. Wyklady i Cwiczenia, Kurs Hydrodynamiki Relatywistycznej dla Fizykéw,
Frankfurt

2019 r. - 2020 r. Opieka Naukowa nad Doktorantem Davide Rindori podczas jego wizyty na
Uniwersytecie Goethego we Frankfurcie, co zaowocowalo publikacja [H7]

2021 r. - obecnie Opieka Naukowa nad Doktorantem Arthur Vereijken, UJK, Kielce
2. Osiaggniecia Naukowe
2.1 Tytul Osiggniecia Naukowego Zgloszonego w Ramach Procedury Habilitacyjnej

Osiagnie¢ naukowym, o ktérych mowa w art. 219 ust. 1 pkt. 2 ustawy z dnia 20 lipca 2018 r.
Prawo o szkolnictwie wyzszym i nauce (Dz. U. z 2021 r. poz. 478 z p67n. zm.).

”Uogodlnienie ekspansji hydrodynamicznej dla ukladéw ekstremalnych”

2.2 Cykl Publikacji Zwiazanych z Osiggnieciem Naukowym

H1. L. Tinti, W. Florkowski, Projection method and new formulation of leading-order anisotropic
hydrodynamics, Phys.Rev.C 89 (2014) 3, 034907

H2. L. Tinti, (3 + 1)-dimensional framework for leading-order nonconformal anisotropic hydro-
dynamics, Phys.Rev.C 92 (2015) 1, 014908



Zaltacznik nr.4 (autoreferat w j. polskim) Leonardo Tinti

H3. L. Tinti, R. Ryblewski, W. Florkowski, M. Strickland, Testing different formulations of
leading-order anisotropic hydrodynamics, Nucl.Phys.A 946 (2016) 29-48

H4. L. Tinti, Anisotropic matching principle for the hydrodynamic expansion, Phys.Rev.C 94
(2016) 4, 044902

H5. L. Tinti, A. Jaiswal, R. Ryblewski, Quasiparticle second-order viscous hydrodynamics from
kinetic theory, Phys.Rev.D 95 (2017) 5, 054007

H6. L. Tinti, G. Vujanovic, J. Noronha, U. Heinz, Resummed hydrodynamic expansion for a
plasma of particles interacting with fields, Phys.Rev.D 99 (2019) 1, 016009

HY7. D. Rindori, L. Tinti, F. Becattini, D.H. Rischke, Relativistic quantum fluid with boost invari-
ance, Phys.Rev.D 105 (2022) 5, 056003

HS8. L. Tinti, Quantum free-streaming: Out of equilibrium expansion for the free scalar fields,
Phys.Rev.D 108 (2023) 7, 076022

H9. L. Tinti, Off-shell hydrodynamic expansion, Phys.Rev.D 108 (2023) 3, 036015
2.3 Opis Celéw Naukowych i Wynikéw Obecnych Publikacji

1. Wstep

Hydrodynamika relatywistyczna jest uogélnieniem klasycznej hydrodynamiki do kowariant-
nej opisu relatywistycznego. W astrofizyce nalezy uwzglednié efekty nienaladowanej czasoprzestrzeni;
jednak w kontekscie zderzen ciezkich jonéw wystarczy zastosowanie szczegdlnej teorii wzglednosci.
W tym ostatnim przypadku korekty relatywistyczne sa konieczne z powodu szybkiej ekspansji
oraz duzej réznicy w predkosciach wzglednych miedzy réznymi czedciami plynu. Dla ogdlnego
przegladu zobacz Ref. [1].

W fizyce czastek, prognozy dla eksperymentow zazwyczaj uzyskiwane sg z formalizmu macierzy

S. To znaczy, odpowiednio zrenormalizowana warto$¢ oczekiwana prézni dla ciagéw pdl czasowo
uporzadkowanych, odpowiednio splecione funkcjami falowymi stanéw asymptotycznych poczatkowych
i koncowych. Cho¢ formalizm ten odniést sukces w innych sytuacjach, jest zbyt skomplikowany do
zastosowania do opisu zderzen ciezkich jonéw. Gléwne komplikacje to aspekty nieperturbacyjne
silnego odzialywanie oraz bardzo duza liczba stopni swobody, ktore nalezy uwzgledni¢. Dodatkowe
uproszczenia fenomenologiczne sa powszechnie stosowane, a jednym z nich jest, rzeczywiscie, hy-
drodynamika relatywistyczna. Jest ona uzywana do polaczenia poczatkowych etapow zderzenia
z konicowymi. Kilka stopni swobody, mianowicie sktadniki zachowanych praddéw, wystarczaja do
rekonstrukeji rozktadu pozycji i pedéw czastek w konicowych etapach, za pomoca wzoru Coopera-
Frye. Nowoczesny przeglad tego opisu mozna znalezé réwniez w Ref. [2]. Ewolucja zachowanego
pradu to zupelnie inny temat w poroéwnaniu do macierzy rozpraszania, ktéry mozna rozwiazac
za pomoca innych narzedzi. Dodatkowe zachowane prady, takie jak strumien barionowy, moga
by¢ brane pod uwage (i byly brane pod uwage), aby uzyskaé dokladniejsze prognozy. Jednak ten-
sor energii-pedu TH" jest zawsze uwzgledniany. To znaczy, zachowany prad lokalnego zachowania
czteropedu 0, T" = 0. Nie wszystkie czastki (lub pola) niosg tadunki, takie jak barionowy, elek-
tryczny czy inne. Z drugiej strony, wszystkie niosg energie i ped.

Hydrodynamika plynéw doskonatych jest najprostszym zalozeniem w tym kontekscie. To
znaczy, tensor energii-pedu TH"” moze by¢ dobrze przyblizony jedynie przez klasyczne stopnie
swobody hydrodynamiczne lub, lepiej, ich relatywistyczne odpowiedniki. To znaczy, zamiast klasy-
cznej predkodci, czteropredkosé u: bezwymiarowa, znormalizowana do jednosci u,ut = 1, wciaz
majaca trzy stopnie swobody, jak w przypadku klasycznym, mimo iz jest czterowektorem. Witas-
ciwa gestosé energii £, ktdra jest uogélnieniem gestosci masy. Cidnienie P (nie zmienia nazwy)
stanowi pigty stopieil swobody w hydrodynamice idealnej. Réwnania dynamiczne 9, T"" = 0 sa
tylko cztery. Réwnanie stanu, laczace cinienie z gestodcia energii, stanowi ostateczne (zwykle)
réwnanie do zamkniecia ukladu (zamiast réwnar rézniczkowych czastkowych, jak w réwnaniach
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zachowania) P = P(£). Gléwna idea relatywistycznej hydrodynamiki idealnej polega na tym,
ze pochodne pojawiaja sie tylko z réwnan zachowania, réwnan ruchu, réwnolegle do klasycznego
odpowiednika. Czteropredko$é jest jedynym kowariantnym wektorem, ktéry moze byé uzyty do
zbudowania T"". Istnieje rowniez tensor rzedu dwa, mianowicie tensor metryki czasoprzestrzeni
szczegblnej teorii wzglednosci g"”. Wylaczajac pochodne, nie ma zbyt wielu kombinacji tych
sktadnikéw, ktére moga tworzy¢ TH”. W szczegdlnosci tylko jedna z nich daje rownanie ciaglosci
i réwnanie Eulera w limicie nierelatywistycznym [3], innymi stowy, w limicie £/c? ~ p,, gestoéé
masy, i P/c? ~ 0. W hydrodynamice plynéw doskonaltych tensor energii-pedu przyjmuje postaé
T = Eutlu? — P(gM — utu”). Jedli rozwazy sie zachowane prady wektorowe (barionowy, elek-
tryczny itp.), to, stosujac te same argumenty co wczesniej, musza one byé gestoscia (skalarowa)
pomnozong przez czteropredkosé. Réwnanie stanu, zazwyczaj zaczerpniete z mechaniki statysty-
cznej, taczy cisnienie z gestosciami; wlasciwa gesto$é energii, jak réwniez inne, jesli sa uwzgled-
nione w rozwazaniach. W ten sposéb liczba réwnan odpowiada liczbie niewiadomych. Kazdy
nowy zachowany prad wektorowy dodaje jeden stopien swobody i jedno réwnanie rézniczkowe
czastkowe.

Liczba stopni swobody tensora symetrycznego rzedu dwoéch, takiego jak TH¥, wynosi dziesigé.
W ogélnoéci jest o szesé stopni swobody wiecej w poréwnaniu do przyblizenia ptynéw doskonatych.
Aby by¢ bardziej precyzyjnym, je$li uznamy, ze ciSnienie izotropowe nie musi pokrywac sie z
ciS$nieniem w rownowadze z mechaniki statystycznej, ci$nienie izotropowe jest podzielone na czes$é
idealng (wciaz opisang przez réwnanie stanu) oraz korekte cisnienia objetoéciowego II. Korzystajac
z definicji czteropredkosci Landaua, to jest znormalizowanej czasoprzestrzennej wartosci wlasnej
tensora fizycznego

u, T = Eu”, uput =1, (1)

wlasciwa gesto$¢ energii jest zdefiniowana jako odpowiadajaca jej wartos¢ wlasna, mozliwe jest
rozlozenie kazdego tensora, w tym TH", na cze$¢ réwnolegla i prostopadla wzgledem u*. Nazy-
wajac AHY = gh¥ — utu¥ operatorem ortogonalnym, otrzymujemy

T = & ubu? — (7) + H) A 4 bV, 2)

Napiecie $cinajace 7" jest czeScia ortogonalna wzgledem czteropredkosci, symetryczna i bez
$ladu. Podzial na ci$nienie hydrostatyczne P, cze$¢ rownowagi, oraz korekte ci$nienia objetos-
ciowego II nie ma charakteru geometrycznego, lecz jest dokonany dla wygody. Cisnienie hy-
drostatyczne samo w sobie nie stanowi dodatkowego stopnia swobody, poniewaz jest w rzeczywis-
toséci zdefiniowane przez relacje rownowagi w najbardziej ogélnym przypadku. Efektywna tem-
peratura (oraz potencjaly chemiczne, jesli rozwaza sie zachowane prady wektorowe) jest ta, ktora
daltaby fizyczna gesto$é energii £(x) (oraz gestosé barionowa i elektryczna), gdyby uzywaé réw-
nan réwnowagi z mechaniki statystycznej. Z efektywnych parametréw intensywnych definiuje sie
nastepnie cisnienie hydrostatyczne w kazdym punkcie czasoprzestrzeni. Cisnienie hydrostatyczne
P jest zatem funkcja wlasciwej gestosci energii £ (oraz, ewentualnie, innych gestosci rozwazanych).
Mozna rozpoznaé w (2) wszystkie skladniki przyblizenia plynéw doskonalych, ktére nazywane
sa czedcia idealna, reszta to czes$é nie-idealna (nazywana réwniez "korektami dyssypacyjuymi”).
Oczywiscie, prawa zachowania sa niewystarczajace do zapewnienia zamknietego uktadu réwnan.
Jednym ze sposobéw postepowania jest zalozenie, ze tylko cze$¢ idealna przetrwa w réwnowadze.
W globalnej jednorodnej réwnowadze, jak w wielkim zespole kanonicznym, gradienty znikaja z
powodu niezmiennosci obrotowej. Dla dowolnych malych odchylen od réwnowagi, a wiec dowol-
nych malych gradientow, zaklada sie, ze korekty nie-idealne sg liniowe wzgledem gradientow. Na
przyktad 7" = 2not”, w ktérym o*¥ jest gradientem czteropredkosci w tym samym sektorze
geometrycznym, co 7% ortogonalnym wzgledem u# symetrycznym i bez sladu. Ta ekspansja gra-
dientowa moze by¢ uogélniona do drugiego rzedu, na przyklad w [4] a takze inne podejScia moga
by¢ uzyte do wyprowadzenia relatywistycznej hydrodynamiki, na pierwszym i wyzszych rzedach.
Z relatywistycznej teorii kinetycznej [5], oraz z analizy strumienia entropii i produkcji entropi [6].
Wszystkie te podejscia zgadzaja sie co do ogdlnej postaci réwnan hydrodynamiki lepkosciowej
drugiego rzedu, ale nie co do wartosci wspoélczynnikéw transportowych. Jesli przyjmie sie hy-
drodynamike lepkosciowa drugiego rzedu jako etap posredni w modelach zderzen cigzkich jonéw,
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mozliwe jest rowniez przeprowadzenie analizy bayesowskiej na podstawie danych eksperymental-
nych, aby wybra¢ najbardziej odpowiednie wartoéci wspdétczynnikdéw transportowych, zobacz na
przyklad Ref. [7].

Pomimo zgodnosci danych z przewidywaniami uzyskanymi za pomoca modeli, ktére uwzgledni-
aja ewolucje hydrodynamiczna, pozostaje wazny problem teoretyczny. Wymoég malych gradien-
téw dla stopni swobody hydrodynamicznych (rozszerzenie gradientowe) oraz malych odchylen od
lokalnej réwnowagi (podejscie entropii) wydaje sie by¢ w sprzecznosci z wynikami numerycznymi
uzyskanymi z symulacji. Dla szybko rozszerzajacego si¢ ukltadu w kierunku podtuznym zaréwno
gradienty, jak i korekty ci$nienia podluznego maja tendencje do bycia duzymi w poréwnaniu z
wkladem idealnym. Dzieje sie tak przez duza cze$é¢ ewolucji. Z tego powodu naturalnie pojawia
sie pytanie, czy hydrodynamike mozna uznaé¢ za wiarygodna w zderzeniach jonéw ciezkich. Pon-
adto, jako pytania pokrewne, mozna zastanawiac sie, jak uogélni¢ to podejscie lub jak wyjasnié
jego moc predykcyjng mimo duzych gradientéw i odchylen od réwnowagi. Jednym ze sposobéw
rozwigzania problemu bylo wprowadzenie hydrodynamiki anizotropowej. Podstawowa koncepcja
jest deformacja funkeji rozkladu w lokalnej réwnowadze, aby uwzgledni¢ (przynajmniej czeéé)
nie-idealnych poprawek. Na przyktad, nazywajac odpowiednio ped réwnolegly p, i poprzeczny
p) czgscia pedu ortogonalng i réwnolegla wzgledem osi wiazki, rozktad Boltzmanna dla czasteczek
bezmasowych mozna zapisaé¢ jako

il

trz (3)

o

flzp)=eT=e VT

Mozna wprowadzi¢ dwie oddzielne skale pedu, czyniac rozktad anisotropowym

[N

2
L Il

flap)=e V5T (4)

Jest to, oczywiscie, zgodne z lokalnym rozkladem réwnowagi (w limicie Boltzmanna) dla A =
A = T'. W kontekscie tzw. symetrii Bjorkena, czyli niezmiennosci podtuznego boost, homogenicznosci
w plaszczyznie poprzecznej oraz niezmiennosci odbicia osiowego w kierunku podluznym, wystar-
czajace jest to, aby odtworzy¢ kazda nie-idealng czeéé tensora energii-pedu dla uktadu bezma-
sowego. Funkcja rozkladu taka jak (4) zapewnia zwiazek miedzy gestoscia energii, ciSnieniem
poprzecznym i podtuznym. Przypomina to przypadek hydrodynamiki ptynéw doskonalych, z
rownaniem stanu laczacym zaréwno gestosé energii, jak i ciSnienie z efektywna temperatura, a
wiec laczac je ze soba. Majac jedna dodatkowa skale pedu, nawet w przypadku symetrii Bjorkena,
konieczne jest dodanie dodatkowego réwnania, aby uzyskaé rozwiazanie. Poczatkowo zostalo to
zrobione niezaleznie przez dwie grupy. W jednym przypadku, korzystajac z ansatzu dla produkcji
entropii [8]. W drugim przypadku, stosujac zerowy moment réwnania Boltzmanna [9] w przy-
blizeniu czasu relaksacji, Relaxation Time Approximation (RTA). W obu przypadkach mozna
wykazaé, ze réwnania ruchu redukuja sie do hydrodynamiki o lepkosci drugiego rzedu w limicie
bliskim réownowagi. Jednak podejscie to ma jeszcze inna dyskretna zalete. Redukuje si¢ do ewolucji
swobodnego strumienia (gaz idealny) wielkosci hydrodynamicznych w granicy braku oddziatywan
(duzy czas relaksacji).

Publikacje zwiazane z osiagnieciami naukowymi poswiecone sa uogélnianiu i wyjasnianiu zachowa-
nia hydrodynamicznego ekstremalnych uktadéw powstajacych w zderzeniach jonéw ciezkich. Za-
czynajac od mojego osobistego wktadu w hydrodynamike anizotropowa, a nastepnie wykraczajac
poza tto kinetyczne wymagane w wczesniejszych pracach.

Ponizej przedstawiam wyniki zwiazane z osiagnieciami naukowymi oraz opisuje etapy prowadzace
do ich uzyskania. Szczegély dotyczace metod oraz dyskusja na temat subtelniejszych kwestii
znajduja sie w odpowiednich publikacjach.

2. Hydrodynamika Anizotropowa

Publikacje [H1,H2,H3 ,H4| stanowia méj gléwny wklad w tematyke hydrodynamiki anizotropowej
(aHydro). Opracowalem oryginalne argumenty, uogélnitem ansatz dla tla anisotropowego rozkladu
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funkcji i poprawitem zgodnos¢ z tltem kinetycznym, stosujac nowe metody do zamkniecia ukltadu
réwnan aHydro.

W pierwszym artykule [H1] przepracowalem ramy aHydro. Oprécz wygodnego przemianowa-
nia parametrow, co upraszcza ostateczne wzory, zaproponowalem nowy sposéb wyciagania do-
datkowego réwnania ruchu. Zamiast ansatzu dla produkcji entropii, jak w [8], lub uzywania ze-
rowego momentu réwnania Boltzmanna, jak w [9], postanowilem skorzystaé¢ z drugiego momentu.
Zaczynajac od relatywistycznego rownania Boltzmanna

p*0,f(z, p) = C[f], ()

jego momenty to kowariantne wzgledem Lorentza calki po pedach fp iloczynu czteropedowych
wektoréw razy réwnanie. Tak wiec n-ty moment ma postaé

8,L/pp"p“1---p“"f=/pp‘“--~p“" Clf]- (6)

Zerowy moment odpowiada dywergencji wektora liczby czastek, to znaczy, szybkosci produkcji
czastek, ktéra musi wynosi¢ zero dla zderzen sprezystych. Pierwszy moment odpowiada lokalnemu
zachowaniu czteropedu. Ten tensor naprezenia-energii w relatywistycznej teorii kinetycznej ma
posta¢ TH = fp ptp¥ f. Jego dywergencje sumujg sie do zera dla izolowanego ukladu, stad
fp pYC = 0. Drugi moment réwnania Boltzmanna to réwnanie tensorowe drugiego rzedu.

o)\ / ppip” f = / p'p”C, (7)
P P

Dla wolnych indekséw p i v mozna, kierujac sie zasada geometryczna, przyjaé¢ ten sam sektor
geometryczny, co stopnie swobody zmiennych, ktére nas interesuja.

Mianowicie, dla korekcji cisnienia
$cinajacego ™, czesé przestrzenna,
‘ . R symetryczna i bez $ladu. W [H1]

oy &=0 ] rozwazany jest jedynie przypadek
0.9E o TT ] gazu konformalnego (czastki bez
< o8 ] masy) oraz symetryczne wzgledem
E 0.7t Ty=600 MeV _ osi i niezmienne wzgledem przyspieszenia
: M=300 MeV wzdluznej rozprezenia. Réwnanie za-
0.6¢ Teq=0.5 fm/c chowuje dodatnio$¢ produkcji en-
05L - ] tropii, odzyskuje limit swobodnego
o R przeplywu w limicie zerowego czasu
08¢ relaksacji oraz reprodukuje réwnania
o6l i ruchu hydrodynamiki drugiego rzedu
&t ST T Israela-Stewarta w limicie matych
< 0.4¢ 1 odchylen od lokalnej réwnowagi.
o2h “ggm’grrg ] W publikacji [P4] przetestowal-
007 iSmy nowy zestaw réwnan. Osiag-

nieto istotna poprawe w reprodukcji
anizotropii ci$nienia. Zostalo to zre-
alizowane przy uzyciu tego samego
czasu relaksacji dla aHydro oraz
Figure 1: Ewolucja anizotropii cisnienia dla masywnego dla podstawowej teorii kinetycznej,
gazu. Czerwona ciggla linia to rozwigzanie kinetyczne. Cz- w przeciwienstwie do wczeéniejszego
erwona przerywana linia to nowatorskie podejscie do aHy- podejécia opartego na zerowym mo-
dro, a niebieska linia kropkowana to starsze podejscie. mencie [10].

Na Rysunku 1 znajduje sie na-
jbardziej uderzajacy wykres z publikacji [P4]. Czas poczatkowy (w uktadzie Milne’a) oraz efekty-
wna temperatura wynosza odpowiednio 79 = 0.5 fm/c i Ty = 600 MeV. Masa czastki to M = 300

0.5 1 2 3 45 7 10
7 [fm/c]



Zaltacznik nr.4 (autoreferat w j. polskim) Leonardo Tinti

MeV/c?. Czas relaksacji Teq = 0.5 fm/c jest stala liczba, a nie funkcja temperatury, a & jest
parametrem, ktéry ustala poczatkowa anizotropowosé (jak wyjasniono w [P4]).

Starsze podejscie, ktore bylo bardzo skuteczne dla czastek bez masy, w rzeczywistosci stanowito
istotna poprawe w poréwnaniu do przepisu Israela-Stewarta [10], juz nie jest ani jakos$ciowo, ani
iloéciowo dobre, podczas gdy nowe podejscie dla aHydro bardzo dobrze reprodukuje anizotropowosé
ci$nienia.

Korekta cidnienia objetosciowego, jesli jest mala w poréwnaniu do naprezen Scinajacych, nie
jest reprodukowana poprawnie. Mozna to latwo zrozumieé, poniewaz w [P4] nie rozszerzyliémy
ansatz aHydro o dodatkowy stopien swobody dla korekty ci$nienia objeto$ciowego i, w zwiazku z
tym, nie wprowadziliSmy nowego réwnania ruchu, ktore zajmowaloby si¢ jego ewolucja.

Artykul [H2] stanowi nastepny logiczny krok. Mianowicie, uogdlnienie nowego ansatzu aHydro,
aby uwzgledni¢ wszystkie hydrodynamiczne stopnie swobody. W szczegdlnosci, usuniecie wszelkich
upraszczajacych zatozen dotyczacych symetrii ekspansji. To znaczy, uwzglednione sg wszystkie hy-
drodynamiczne stopnie swobody: gesto$¢ energii i czteropredkosé z hydrodynamiki ptynu doskon-
alego, a takze wszystkie sktadowe naprezen $cinajacych 7#¥ oraz korekty ci$nienia objetoSciowego
II. Drugi moment réwnania Boltzmanna moze dostarczyé¢ wszystkich niezbednych réwnan dla do-
datkowych stopni swobody. W rzeczywistoéci istnieje wigcej niz jedna opcja, aby uzyskac¢ réwnania
dla objetosci. Ogdlnie rzecz biorac, podazajac za tym samym geometrycznym przepisem, kazda
kombinacja skalarna moze dostarczyé¢ rownanie dla objetosci, a kazda symetryczna, przestrzenna
i §ladowa kombinacja dla naprezen $cinajacych.

W artykule [H3] przeprowadziliémy testy numeryczne, ktére daly dosé zaskakujace wyniki.
Kazda z formul aHydro lepiej odwzorowuje anizotropie temperatury i ciSnienia niz hydrodynamika
lepkosci drugiego rzedu. Bylo to raczej oczekiwane, zwlaszcza dla wigkszej lepkosci (blizej gazu ide-
alnego niz ptynu doskonalego), poniewaz aHydro odwzorowuje limit swobodnego przemieszczania
sie. Jednakze, kwantytatywna zgodno$é przy niskiej lepkosci nie jest znacznie lepsza niz w przy-
padku hydrodynamiki lepkosci, nawet przy duzych gradientach i korekcjach ci$nienia. Czesciowo
wynika to z uzycia najnowszego sformulowania hydrodynamiki lepkosci drugiego rzedu, wprowad-
zonej w [11]. Ta ostatnia byla juz znana z lepszego dopasowania do wynikéw kinetycznych niz
sformulowanie Israel-Stewart, uzywana do poréwnan, np. w [10]. Ponadto nowe sformulowanie
hydrodynamiki lepkosci drugiego rzedu lepiej odwzorowuje ewolucje objetosciowa, niezaleznie od
sformulowania aHydro. Jest to bardziej zagadkowe, poniewaz aHydro lepiej odwzorowuje korekcje
ciSnienia Scinajacego, a ze wzgledu na sprzezenie miedzy naprezeniami $cinajacymi a objetos-
ciowymi, maja one tendencje do bycia waznymi zrédtami ewolucji II. Dodatkowo sprawdzilidmy,
jak dobrze kazda hydrodynamika drugiego rzedu pochodzaca z aHydro odwzorowuje wyniki kine-
tyczne. Udowodnitem juz w [H2], ze nowe formuly aHydro koricza sie na hydrodynamice lepkosci
drugiego rzedu w granicy blisky réwnowadze. W ten sposéb kazda procedura aHydro dostarcza
zbioru wspélczynnikéw transportowych. Nawet jesli same wspotcezynniki sg bardzo rézne, wynika-
jaca z tego preskrypcja hydrodynamiczna dobrze odwzorowuje dane kinetyczne. Gorsza niz aHydro
i najlepsza hydrodynamika lepkosci, ale nie o duza réznice.

Najwyrazniej pomyst anizotropowej aproksymacji pelnej funkcji rozkladu nie wystarcza, by
uzyskaé¢ poprawe w stosunku do hydrodynamiki drugiego rzedu. Korekcje cisnienia traktowane sa
nieliniowo, ale wybor réwnan jest rowniez kluczowy.

3. Metoda Momentéw

Proponowane przeze mnie rozwiazanie, inspirowane podobnymi pracami z zakresu hydrodynamiki
lepkiej (juz wspomniane [11] lub, bardziej ogdlnie [12]), polega na uzyciu metody momentéw do
wybrania réwnan ruchu. Podstawowa idea tej aplikacji metody polega na zachowaniu doktadnych
roéwnan z teorii kinetycznej tak dlugo, jak to mozliwe, przyblizajac je dopiero na koncu.

Gléwnym narzedziem dla tej wersji metody momentow jest manipulowanie réwnaniem Boltzmanna
w relatywistycznej teorii. Niezaleznie od specyficznej formy jadra kolizyjnego oraz szczegdlnej
definicji czteropredkosci ptynu u# (np. definicja Landaua (1)). Korzystajac ze wspdlnych notacji
p*Ouf =p-0f oraz w0, f =u-0f = fivef= AP 9, f, mozliwe jest zastosowanie nastepujacej
dekompozycji
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p-Vf  Clf] 8
: (8)
(p-u)  (p-u)
Bardziej ogélnie, w relatywistycznej hydrodynamice powszechnie stosowana notacja jest uzywanie
kropki dla pochodnej wspélrzednej Q1 #r = y#9,OF1#»  a dla gradientu ortogonalnego do
kierunku czteropredkoéci uzywa sie symbolu nabla V#QF1#n = AMY9,OF1Fn dla dowolnego
tensora Ot Hn . Jedli weZzmie sie moment tensora funkcji rozkladu (a nie samego réwnania Boltz-
manna, jak pokazano wczesniej)

p-of =C[fl, = (- uwf+p Vf=Clfl, = [f=-

/p’“ e f, 9)
P

mozna uzy¢ prawej strony réwnania (8), aby uzyska¢ dokladna ewolucje momentu tensora. Jest
to szczegdlnie interesujace w przypadku zastosowania do samego tensora energii-pendu

wy oV PUY pppupa o v

™ = [ p'p"f, = TW=- Vaof + [ p'p"Clf]. (10)
P P (p-u) P

Jego projekcja wzdluz czteropredkosci to po prostu inny sposoéb zapisania lokalnego zachowanie

czteropedu 9, T*" = 0, natomiast projekcja ortogonalna dostarcza szes¢ dokladnych réwnan dla

ewolucji w czasie 7#¥ i II. Korzystajac z notacji

e = ALL-- AL / (p-w)p’---pf, and OW=ALC, (11)
P

tensor cis$nienia przyjmuje postaé

pHY = (73 + H) ARV 4 hV = /p<#>p<V>f = i (12)

p
W podobny sposéb, odpowiednia gesto$¢ energii przyjmuje posta¢ € = fo. Zatem, biorac projekcje
ortogonalng prawej strony réwnania (10), wyciagajac pochodne z calki i po wykonaniu kilku przek-
sztalcen algebraicznych, otrzymuje sie doktadna formute

. 1))
Pl _ / PP el =2 (P + H) o 429 (P + H) A D g plngre
b (p-u) 3 3 (13)

v 1 (07 v
g pliggrIa g g @) _ (UaB N SQAW) s

znak klamrowych nawiaséw na pojedynczym indeksie reprezentuje czesé ortogonalng wzgledem u,
to znaczy O = AFOY . Nawiasy wokél wielu indekséw oznaczaja ich symetryczna kombinacje.
Na przyktad Q") = % (Opv 4 OvE),

Usuniecie $ladu z réwnania (13) daje ewolucje czasows korekty ci$nienia Scinajacego 7#*, podczas
gdy slad daje ewolucje cisnienia objetoéciowego II.

Jak mozna od razu zauwazy¢, wiekszos¢ sprzezen dla ewolucji tensoréw ciSnienia jest zwiazana z
samymi stopniami swobody hydrodynamicznymi, to znaczy, z komponentami T*" oraz gradientami
czteropedu. Notacja ta jest standardowa dekompozycja Landaua stosowana w hydrodynamice

1
Opty = UuTy + 0y + Wy + §9A’“’, (14)

poniewaz " to przyspieszenie, a Scinanie o, jest czedcia traceless (pozbawiona $ladu), przestrzenna
i symetryczng, wrotnoé¢ wy, jest czescig przestrzenng i antysymetryczng, a rozprezenie skalarne
to § = V,u” = 0, u”. Jedynym mozliwym zrédlem sprzezenia z niehydrodynamicznymi stopniami
swobody sa: skladnik z jadra kolizyjnego C[f], oraz tensory rzedu trzeciego i czwartego w prawej
stronie réwnania (13). Jest to do$¢ jasne dla czesci zwiazanej ze Scinaniem, ale dotyczy to réwniez
czesci zwiagzanej z ciSnieniem masywnym (bulk). W tym ostatnim przypadku, oprécz sklodnika
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I po lewej stronie, istnieje réwniez P, a ta pochodna nie pojawia sie bezposrednio w lokalnego
zachowaniu czteropendu. W zwiazku z tym mogloby sie wydawac, ze nie mozna jej powiazaé z
hydrodynamicznymi stopniami swobody oraz gradientami czteropedu, jak to zwykle bywa w hy-
drodynamice. W rzeczywistosci, przypominajac, ze ciSnienie hydrostatyczne nie jest niezaleznym
stopniem swobody, ale jest uzyskiwane z réwnania stanu w rownowadze termodynamicznej, mozna
to zrobi¢. Wlasciwa gesto$¢ energii daje efektywna temperature, ktérag mozna by uzyskaé¢ w tym
punkcie, gdyby uklad byl w globalnej rownowadze. Ci$nienie hydrostatyczne P jest nastepnie
wyciagane z ci$nienia izotropowego, jest to ci$nienie, jakie uklad mialby w globalnej réwnowadze
7 temperatura réwna efektywnej temperaturze. Dlatego lokalne P jest funkcja efektywnej temper-
atury, a wiec wlasciwej gestosci energii P(€). Korzystajac z definicji relatywistycznej predkosci
dzwieku c;

cizg—?, = P=cE, (15)
a kontrakcja 9,T*" = 0 z u, daje
£=-0 (5+P+H) + o, (16)

W zwiazku z tym, pochodna wspolrzednych lokalnych ciSnienia hydrostatycznego dostarcza je-
dynie dodatkowych sprzezen miedzy hydrodynamicznymi stopniami swobody w rownaniu ewolucji
objetosciowe;j.

Jadro kolizyjne samo w sobie zanika w granicy swobodnego strumienia, ale wyzsze rzedy tensoréw
nie sg trywialne. Jedno ze zrédel sprzezen z nie-hydrodynamicznymi stopniami swobody pozostaje
réwniez w gazie idealnym. Jak szczegbélowo wyjasniono w Ref. [12], wyZsze rzedy tensora nie sa
calkowicie niezalezne od hydrodynamicznych stopni swobody, ale zawieraja réwniez prawdziwe
nowe stopnie swobody. W [H4] uzylem przyblizenia aHydro pelnej funkcji rozkladu w wyzszych
rzedach tensoréw §°47 i f*5" | pod warunkiem, ze jadro kolizyjne traktowane jest w Przyblizeniu
Czasu Relaksacji (RTA)

_ (pruw) _w
el === (=), (17)
czton kolizyjny zapisuje sie jako
(1) py(v)
/%C[f]: L (HAW—WW), (18)
P (p ! u) Teq.

i nie sprzega sie z nienahydrodynamicznymi stopniami swobody. Zadne dalsze przyblizenia nie sa
potrzebne. Przyblizenie aHydro wyzszych tensoréw rang reprodukuje dokladnie ich zaleznos¢ od
stopni swobody hydrodynamicznych i zapewnia nieliniowe przyblizenie dla pozostatych sktadnikdw.
W ten sposéb zamyka si¢ uklad réwnan dla aHydro. W granicy bliskiej réwnowadze odzyskuje
drugorzedowa hydrodynamike lepka z wspélezynnikami transportu z [11], ktére jak dotad najlepiej
odwzorowuja wyniki teorii kinetycznej w RTA.

Z przeprowadzonych przeze mnie testéw numerycznych wynika, ze nowa receptura aHydro z [H4)|
systematycznie lepiej odwzorowuje wyniki teorii kinetycznej niz najlepsza receptura drugorzedowej
hydrodynamiki lepkiej oraz starsza wersja aHydro. Rzeczywiscie, to nowsze przyblizenie aHydro
na wiodacym poziomie jest o wiele blizsze w precyzji do przyblizenia aHydro na poziomie Next to
Leading Order (NLO) lepkiej hydrodynamiki, zaprezentowanego w [13].

Pomimo uderzajacego sukcesu, mozna sie zastanowié¢, dlaczego hydrodynamika tak dobrze odw-
zorowuje wyniki kinetyczne. Bardziej precyzyjnie, wersja z [11] tak robi, w przeciwienistwie do
poprzednich podej$é, w ktérych aHydro zapewnialo znacznie wigksza poprawe [10], a nowa wer-
sja [H4] to kolejna znaczaca poprawa. Wszystko to, pomimo tego, ze w [11] wyraZnie wspomniano
o ekspansji gradientowej i niehydrodynamicznych sktadnikach rzedu gradientéw. Ten paradoks
mozna wyjasni¢, patrzac na sama metode momentéw, sprzezong z tlem i ograniczeniami symetrii.
Zaréwno [HA4], jak i hydrodynamika w [11] stanowia szczegdlna aplikacje metody momentéw.
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Przyblizenie czasu relaksacji zapewnia, ze skladnik kolizyjny po lewej stronie réwnania (8) jest
odwzorowywany dokladnie w obu przyblizeniach. Rozwazana ekspansja (0 + 1)-wymiarowa (tzw.
symetria Bjorkena) tnie tensor trzeciego rzedu po prawej stronie, sposéb jego przyblizenia w ogél-
nym przypadku nie ma znaczenia: z powodu symetrii ekspansji w testach numerycznych tensor
ten musi zanikaé, jego efekty nie moga by¢ widoczne w takich testach numerycznych w wymiarze
0 + 1. Pozostaje tensor czwartego rzedu f’ig“ Y. W obu przypadkach, hydrodynamiki lepkoéciowej
oraz nowego aHydro, czesci tego tensora, ktére zaleza od momentéw hydrodynamicznych, sa re-
produkowane poprawnie. Jedynym przyblizeniem jest reszta. Zgodnie z formalizmem w [12] chodzi
o cze$¢ nieredukowalna tensora. To wlasnie ta cze$é¢, w ktorej stosowane przyblizenie ma znaczenie
i stanowi Zrodto réznic miedzy aHydro a hydrodynamika. W tym momencie mozna zauwazy¢, ze
duze gradienty nie maja takiego znaczenia w tym formalizmie, poniewaz mnoza zaréwno terminy

zwigzane z momentami hydrodynamicznymi, jak i (nieredukowalna czes$é) f%5/"". W rzeczywis-

tosci, duze korekcje nie-idealne w TH*” w poréwnaniu do ffg“ ¥ moga oznaczaé, ze przyblizenie
tego ostatniego jest mniej istotne. Samokompensacja TH*” w ewolucji jego nie-idealnych kompo-
nentéw jest wieksza z tego powodu. Ostatecznie najwazniejsze jest to, jak dobrze odwzorowywane
jest calkowite zrédlo ewolucii, a nie tylko tensor §*5*. Dopdki terminy zwigzane z hydrodynam-
icznymi stopniami swobody bezposrednio sie sumuja, dla kazdego sektora geometrycznego, kazde
przyblizenie przy uzyciu metody momentéw i réwnan (8) powinno by¢ odpowiednie. W rzeczy-
wistodci, jesli poprawki nie-idealne sa duze, gradienty sa duze, ale nadal Zrédta hydrodynamiczne
sumuja sie bezposrednio, wzgledny wplyw przyblizen resztkowych tensoréw powinien by¢ matly.
Z drugiej strony, jesli si¢ one kompensuja (jak to ma miejsce czeSciowo w przypadku objetosci),
szczegbly przyblizenia staja sie znacznie wazniejsze. Moze to wyjasnia¢ nieoczekiwana doktad-
nosé [11], mimo ze pierwotnie byla ona traktowana jako przyblizenie malych gradientéw, bliskie
plynowi doskonatemu

To oczekiwanie jest dodatkowo
potwierdzone w [H5]. W tej pracy
przeksztalcamy podejscie hydrody-
namiczne z  [11], aby uwzgled-
ni¢ efekty realistycznego rownania
stanu. Tlo zostalo zmienione. Zami-
ast prostego gazu, rozwazono kwaz-
iczastki o masie zaleznej od medium.
Wymagany jest sklodnik bag B*Y,
ktory jest dodatkowym skladnikiem
w TH opréez skladnika kinetycznego
wynikajacego z kwaziczastek

1'Of

=" n/S =1/(4m)
----- QaHydro -
= QvHydro |
— — vHydro

07}
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ol NolNé NoNé Nalé)]
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0.6 1 10, 100 | T””:/p“p”f-i-B“”. (19)
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7 [fm] Sklodnik bag, nawet jesli mozna

go uzasadnié¢ z mikroskalowych powodéw,

Figure 2: Fwolucja anizotropii cisnienia, realistyczne réw- jest potrzebny z praktycznego, fenomeno-
nanie stanu [H5]. logicznego powodu. W szczegdlnosci,
rownowagowy “bag” jest wymagany,
aby dopasowaé ogdlne (kanoniczne)
réwnanie stanu. Réwnowagowa gesto$é energii Eeq (T') i cidnienie Peq(T) to dwa stopnie swo-
body, a jedna masa zalezna od temperatury m(7") nie wystarcza, aby dopasowa¢ obie jednoczesnie.
Crzestym wyborem, ktéry przyjmujemy w [H5], jest przyjecie, ze réwnowagowy "bag” ma postaé
BLy = B(T)g"". Rozwazania symetrii w homogenicznej globalnej réwnowadze zabraniaja niedi-
agonalnych czesci rownowagowego “baga” i wymagaja izotropowoéci w przestrzennej czesci. To
oznacza, ze nie wyklucza to dwdch funkcji skalarnych. Dotyczy to niezaleznie od zespolu, kanon-
icznego, mikrokannonicznego czy innego. Uzycie jednego skalara zaleznego od temperatury w
postaci ”"baga” jest wygodnym uproszczeniem, poniewaz nie jest wymagane posiadanie dwoch
réznych réwnowagowych "bagdéw” (na tym poziomie) do dopasowania jakiegokolwiek realistycznego
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réwnania stanu. Nieréwnowagowa (ogélnie tensorowa) cze$¢ B*Y wprowadzona jest, poniewaz za-
ktadajac RTA, uzycie przepisu Landaua dla czterowektoréw juz nie wystarcza, aby zapewnié¢ lokalne
zachowanie czteropedu, jak ma to miejsce w przypadku gazu relatywistycznego (stad czastki, a nie
quasi-czastki). Nieréwnowagowy ”bag” byl juz rozwazany i uzywany w kontekscie aHydro [14, 15].
Struktura tensorowa, ktora wprowadzil-
iSmy, zapewnia, ze tto jest wewnetrznie
spéjne: rozwiazania dla problemoéw 0.006
wartosci poczatkowych istnieja, a L

n/S =1/(4n)

lokalne zachowanie czteropedu jest 0.0041
. . F -- QaHydro
zapewnione przez konstrukcje, a —QvHydro ]

nie postulowane. Wyniki numeryczne 0.002 g — vHydro

w  ekspansji (1 + 1)-wymiarowej ES 0.000- ]
(bez niezmienniczo$ci na wzrost ' L

wzdluznej) pokazuja, ze nawet w _0.002¢ ' ]
tym przypadku wyniki nowego pode- i

jscia do lepkosciowej hydrodynamiki —0.004F} . 1
sa doéé¢ bliskie wynikowi aHydro, I 7

jak pokazano na Rysunkach 2 i 3. ~0.006 | ‘ ‘ S ‘ 1
Szczegodlnie interesujaca jest ewolucja 1 10 100
objetosciowa na Rysunku 3, do$c¢ 7 [fm]

bliska aHydro. Anizotropowo$¢ cisnienia

jest juz dos¢ bliska wezesniejsze] Figure 3: Fwolucja cisnienia objetosciowego z [H5].

(prostszej, ale mniej wewnetrznie

spéjnej wersji) lepkosciowej hydrody-

namiki drugiego rzedu z [11], jak pokazano na Rysunku 2, ale ta wczesniejsza wersja rézni sie
bardziej dla objetosci. Linie na obu rysunkach to odpowiednio: czerwona linia ciagta dla podejs-
cia QaHydro z [14], niebieska linia przerywana dla wczesniejszego modelu lepkosciowej hydrody-
namiki z realistycznym réwnaniem stanu oraz fioletowa linia kropkowana dla tego przedstawionego
w [H5]. Notacja Py jest uzywana w [H5], stad wykres na Rysunku 3, aby reprezentowaé ci$nienie
hydrostatyczne. Posta¢ P jest uzywana w literaturze do reprezentowania, oprocz ciénienia hy-
drostatycznego, ci$nienia izotropowego (hydrostatycznego plus objetosciowego), tensora ci$nienia
(PH¥, piszac jawnie indeksy), i wazne jest, aby okresli¢, ktéra notacja jest uzywana.

W nowszych badaniach podkreslono, ze mozliwe jest uniknigcie nieréwnowagowego baga w przy-
padku tla quasi-czastowego [16]. Celem tego jest redefinicja efektywnej temperatury, ktéra nie jest
juz ustalana przez wlasciwa gesto$é energii ani zaden inny stopien swobody hydrodynamiczny. Z
drugiej strony, podejécie, ktére opracowaliSémy, mozna rozszerzy¢, aby uwzgledni¢ niezerowe ges-
tosci barionowe (réwnanie stanu w zespole kanonicznym), a moze by¢ ono uzyskane jako efektywne
przyblizenie Kwantowej teorii Pola (QFT, Quantum Field Theory), a nie jako deformacja (klasy-
cznej) teorii kinetycznej [P16].

Na tym etapie wydaje si¢ do$¢ jasne, jak systematycznie poprawi¢ rozszerzenie hydrodynam-
iczne wykorzystujac metode momentéw. Réwnanie (13) jest juz zasadniczo zapisane w postaci
lepkosciowej hydrodynamiki drugiego rzedu. Aproksymujac tensory trzeciego i czwartego rzedu
Y oraz §9M (a takze skladniki z jadra kolizyjnego, w ogélnosci), uzyskuje sie wyisze rzedy
aproksymacji. Nastepnym krokiem jest rozwazenie resztkowego tensora jako zmiennych dynam-
icznych, stosujac metode momentéw do ich dokladnej ewolucji, aproksymujac nowe tensory, z
ktorymi sa sprzezone, i tak dalej dla wyzszych rzedéw. Rzeczywiscie, zostalo to ostatnio zrobione,
zobacz na przyklad [17, 18]. Wazne jest jednak, aby podkresli¢ pewne nieoczekiwane komplikacje
w ramach tej koncepcji. Sytuacja jest dos¢ gladka dla gazu klasycznego. Jesli jednak rozwazy sie
przypadek kwantowy lub tlo kinetyczne Boltzmanna-Vlasova, ujemne potegi (p-u) w ll;l.# 2, ktore
nieuchronnie sie pojawiaja, staja si¢ problematyczne.

Najbardziej bezposredni sposéb, aby to zobaczy¢, to spojrzenie na kwantowy prekursor funkcji
rozkltadu W (zx, p)

4

Wi =2 [ o

W limicie kinetycznym ta transformacja Fouriera funkcji dwu-punktowej odpowiada klasycznej

e Pty (,6 otz + %v)q@(w - %v)) . (20)
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Figure 4: Zbiezno$é przyblizenia z [H6].

funkcji rozktadu W — 20(p°)6* (p? —m?) f (z, p)[19]. Tensor energii i pedu wolnego pola skalarnego
wyglada jak jego klasyczny odpowiednik, z ta jedyna réznica, ze catkowanie odbywa sie po d*p dla
momentéw off-shell, a nie po Lorentzowsko-kowariantnym (on-shell) calkowaniu momentéw. Jak
oméwitem w dodatku do [H8], nie jest skomplikowane znalezienie stanu kwantowego dla wolnego
pola skalarnego, ktéry ma duzy wklad w ci$nienie ze strony przestrzennej czeéci W (x,p), p? < 0.
W tym przypadku, zgeneralizowana wersja ffg“ Y 2z W(z, p) jako waga, po prostu nie istnieje. Nieza-
leznie od definicji u* (dowolny wektor czasowy sie nada), (p - u)~2 daje nieskoniczong osobliwogé,
ktérej nie da sie scatkowac.

Sytuacja jest inna na powloce many, stad w (klasycznej) relatywistycznej teorii kinetycznej.
Nawet dla czgsteczek bezmasowych p? = 0, o ile w liczniku jest wystarczajaco duzo momentéw,
kompensuja one moment w mianowniku, gdy p — 0. Zawsze ma to miejsce w przypadku prostego
gazu, ale nie w przypadku tta Boltzmanna-Vlasova, na przyktad w przypadku mas zaleznych od
medium lub plazmy elektromagnetycznej [H6]. W odréznieniu od pelnego przypadku kwantowego,
niena hydrodynamiczne momenty tensorowe w wiodacym rzedzie sa zawsze dobrze zdefiniowane
dla tta Boltzmanna-Vlasova. Jednym ze sposob6éw postepowania, ktérego nie mozna uogdélni¢ na
przypadek kwantowy, jest jednak podazanie za sugestia z [12] i przybliZzenie, zasadniczo, fH1 = Hs
z ujemnym r < 0 seriag momentéw z dodatnim (a wiec zawsze dobrze zdefiniowanym) indeksem.
Jest to mniej wygodne, niz sie wydaje, poniewaz konieczne jest uzycie wielu takich momentow,
aby uzyska¢ w miare dobra aproksymacje niehydrodynamiczne stopni swobody. Jest to prawda juz
na poczatku, aby ustawi¢ poprawne poczatkowe pochodne zmiennych hydrodynamicznych (zobacz
dodatek D w [H6]). Rozwiazaniem, ktére opracowalimy, jest uzycie zresumowanych momentéw

(g x) = /(p-u)p‘“ copt e €W f(g p). (21)
P

Rozwijajac eksponente w calce, otrzymuje sie szereg momentéw funkeji rozkladu, zawierajacych
tylko nieparzyste (i dodatnie) (p - u), stad nazwa "zresumowane”. Celem tej metody jest zwiek-
szenie liczby efektywnych wymiaréw, a zewnetrzny parametr ¢ ma fizyczne wymiary dlugosci.
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W praktyce, biorac pod uwage wartosci szybki spadek tych momentéw dla rosnacych [¢], tylko
kilka dyskretnych wartosci & moze byé uwzglednionych w kodach numerycznych. Zweryfikowal-
iSmy, ze dobre dopasowanie modelu tta, juz widoczne w hydrodynamice z metody momentow,
jest utrzymywane w tym podejsciu i ze nastepuje szybka zbieznosé do tla Boltzmanna-Vlasova.
Jest to pokazane na Rysunku 4. Zgodno$¢ miedzy przyblizona temperatura a anizotropowoscia
ci$nienia z mikroskalowym tlem jest taka sama, jak juz zaobserwowano w zwyktej hydrodynam-
ice (bez pol zewnetrznych). Zgodno$¢ jest réwniez dobra dla pola elektrycznego Ej, (obliczanego
tylko wzdluz kierunku, stad L) oraz pradu elektrycznego Jy,. Linia Imaz = 2 odpowiada hydro-
dynamice, w tym sensie, ze calkowanie po £ moze by¢ wykonane na poziomie réwnan i pozostaje
sie z réwnaniami drugiego rzedu hydrodynamiki lepko$ciowej (sprzezonymi z polem elektromag-
netycznym w fizyce plazmy). Wszystkie skladniki 7+ i J# zaleza tylko od wartosci ®" i @Y.
W rzeczywistosci nie potrzebujemy momentéw zaleznych od &. Wystarczy uzy¢ zaleznosci miedzy
®; a momentami f, aby wszystko zapisa¢ w kategoriach stopni swobody hydrodynamicznych. Dla
Imaz = 6, rozwazajac tensor szostego rzedu @4 "¢ istnieje zasadniczo pelna zgodno$é miedzy
przyblizeniem a wynikami Boltzmanna-Vlasova. Nawet gdybym musial dalej modyfikowa¢ wzory
i uzywac innych przepiséw dla momentdéw, ta koncepcja zresumowanych momentéw jest punktem
wyjscia do uogdlnienia metody momentéw na pelny przypadek kwantowy (off-shell).

4. Kwantowy Przypadek

Wigkszo$¢ przedstawionych dotychczas argumentéw, czyli hydrodynamika, aHydro oraz Metoda
Momentéw, jest Scisle zwiazana z mikroskalowym tlem kinetycznym. Relatywistyczne réwnanie
Boltzmanna mozna wyprowadzié¢ jako kowariantne rozszerzenie (klasycznego) réwnania Boltz-
manna, uwzgledniajace efekty szczegodlnej teorii wzglednosci. Ze wzgledu na predko$é czastek mier-
zong w eksperymentach, jest to zdecydowanie konieczne rozszerzenie. Niemniej jednak, rozmiar
ukladu jest do$¢ maly, dlatego warto zakwestionowac przyblizenie klasyczne. Szczegdlnie jesli
rozwazy sie, jak czastki sg identyfikowane w eksperymentach. Efekty kwantowe, takie jak dyskretne
stany spinowe i rozpady z teorii p6l kwantowych, muszg by¢ uwzglednione.

Zostalo juz zauwazone [20], ze nadokreslony uklad réwnan dla uogdlnionej funkeji rozkiadu
naktada ograniczenia, ktére sa sprzeczne z klasyczna funkcja rozktadu. Artykut dotyczy fermionéw,
ale argumentacja jest wazna takze dla skalarnych czastek i czastek o dowolnym spinie. Nadokreélony
zbiér réwnan, ktéry spelnia uogdlniona funkcja rozkladu, nie jest gtléwnym tematem zadnej pracy,
a jego wyjasnienie w podrecznikach jest niepelne, nawet w najbardziej cytowanych opracowani-
ach dotyczacych relatywistycznej teorii kinetycznej z p6l kwantowych [19]. Na szczeScie mozna to
wykazaé¢ w kilku krokach. Zaczynajac od definicji (20), ktéra moze zosta¢ uogélniona na macierz,
jesli mamy pola wielosktadowe \ila(x), na przyklad fermiony Diraca

d*v

(2m)*

Nazywajac y = x £ %v, nie ma znaczenia, ktora z tych dwoch opcji, mozna uzy¢ réwnan ruchu

Wap(z,p) = 2/ P tp (ﬁ U (z + 1v) Wy (z — %’U)) . (22)

a(y) 'a(y) ‘i’c(y) + m? \i/c(y) — ... (23)

aby wyprowadzi¢ réwnania ewolucji dla kazdej sktadowej Wy, (2, p), wyrazajac operator d’Alemberta
dy) - O(y) W kategoriach pochodnych wzgledem z i v, po pewnej algebrze i wyraznym zapisaniu
stalych hic

hQ
{4(8-8)—(p2—m2c2) :i:ihp-@}Wab(x,p):-~-, (24)
prawa strona rownosci zanika dla pol swobodnych, ale w ogdélnosci jest to wartoéé¢ oczekiwana
jakiej$ kombinacji operatoréow, zalezna od oddzialywan.

Pojawienie sie dw6ch mozliwych znakéw w réwnaniu (24) oraz dwdch opcji dla wyrazu zrédlowego
po prawej stronie jest doé¢ oczywiste. Mozna to natychmiast zrozumieé, jesli przypomni sie, ze
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zgodnie z definicja (22), macierz Wy (x, p) jest hermitowska, tzn. (Wap(z,p))" = Wi (x,p) =
Wap(z, p). Obie réwnosci sa hermitowskimi sprzezeniami nawzajem.

Suma i réznica obu réwnan prowadza do dwéch bardzo réznych réwnan dla kazdej sktadowej
macierzy warto$ciowej uogélnionej funkeji rozktadu Wy (z, p). Jest to co$ na ksztalt ograniczenia

h? (8 . 8) Wap(z,p) — 4 (p2 - m202> Wap(z,p) =+, (25)

oraz réwnania kinetycznego

hp-OWap(z,p) =+ . (26)

Jedli prawa strona réwnania (24) jest drugiego rzedu wzgledem stalej Plancka O(h?), pierwsze
przyblizenie réwnania (25) to po prostu ograniczenie na masowa powltoke Wy, o d(p? —m?), wtedy
pierwsze przyblizenie réwnania (26) to niemal relatywistyczne réwnanie Boltzmanna dla stabych
oddziatywani p- Wy, ~ §(p*> —m?) p- 0 fup(x, p) = O(h). Podobiefistwo do relatywistycznej teorii
kinetycznej staje sie teraz wyrazne. Problem w tej ekspansji w A polega na tym, ze sama stala A
ma wymiary fizyczne. To, czy jest ona “mala” czy “duza”, zalezy od skali akcji ukltadu. Poniewaz
he ~ 200 MeV-fm, w eksperymentach z cigzkimi jonami istnieje duzo miejsca, by miec¢ skale akcji o
poréwnywalnych rozmiarach lub mniejsze. Momenty rzedu kilku setek MeV (wiekszo$é ukladow),
ale medium zmieniajace sie znaczaco na malej utamkowej czeéci femtometra. W [20] wskazano
zasadniczo, ze nawet w granicy masowej powloki Wy, oc 6(p? — m?) operator d’Alemberta w
réwnaniu ograniczenia (25) dla swobodnego pola Diraca nadal naklada pewne istotne ograniczenia
na ruch. Uwzgledniajac oscylacje falowe miedzy dodatnimi i ujemnymi wartosciami uogdélnionej
funkcji rozktadu, co z kolei jest niekompatybilne z obrazem kinetycznym zwiazanym z klasycznymi
gesto$ciami prawdopodobienistwa.

Uzycie (22) i (20) jest bardziej ogdlne, niz si¢ wydaje, pomimo zastosowania w literaturze réznych
definicji. Na przyktad, w przypadku fermionéw powszechnie stosuje sie inna definicje, uzywajac
sprzezonego pola Diraca ¥ zamiast hermitowskiego 1, jednak réznia sie one tylko przez mnozenie
przez macierz gamma. W podobny sposéb, fermiony podazaja za réwnaniem Diraca (ze Zrédlem).
Z powodu algebry Clifforda, wystarczy ponownie zastosowa¢ operator rézniczkowy Diraca do obu
stron réwnania, aby uzyskaé¢ réwnanie typu Klein-Gordona, jak w (23). To nie oznacza, ze nie
ma dalszych szczeg6ltow do oméwienia. Na przyktad, w teoriach pola gauge stosuje sie zazwyczaj
kowariantna wersje funkcji dwéch punktéw (na przyklad [21]). W kazdym razie, argumenty nadal
obowiazuja, a te same wyniki mozna wyprowadzi¢ niezaleznie od réznych notacji i definicji.

Aby rozwigzaé problem ewolucji kwantowej w ekstremalnych warunkach zderzen ciezkich jonéw,
rozwazono gaz kwantowy o swobodnym strumieniu [H7]. Méwiac inaczej, jest to pole skalarne
nieoddzialujace, ktére w granicy kinetycznej odpowiada gazowi idealnemu o swobodnym stru-
mieniu. Skorzystano z operatora gestosci w stanie nier6wnowagi (NEDQO) dla macierzy gestosci
uktadu. W szczegélnosci, uklad lokalnie zréwnowazony w czasie 7y o stalej poczatkowej tem-
peraturze Tj. Symetria to popularna symetria Bjorkena stosowana w modelach zderzen ciezkich
jonéw jako pierwsze przyblienie. Mianowicie, niezmiennoé¢ wzdluz osi dlugoéci, jednorodnosé
w plaszczyznie poprzecznej i niezmienno$é wzgledem odbicia osiowego. Dzieki uproszczeniom
wynikajacym z ograniczen symetrii, mozliwe jest dokladne rozwigzanie dla sktadowych TH¥,
wartosci oczekiwanej odpowiadajacego operatora kwantowego. Rozwiazanie mozna zapisaé za po-
mocg funkeji Hankela. W szczegblnosdci, poczatkowe wartosci T (1g) sa dokladnie takie same, jak
w granicy kinetycznej. Symetria okazuje sie wystarczajaca, by zachowaé¢ asymptotyczne skalowanie
dla duzego czasu 7 — oco. Pomimo zaniku w 7 o tych samych potegach w czasie wlasnym, jak
w przypadkach klasycznych, wartoéci asymptotyczne nie sa wartosciami klasycznymi. Stosunek
doktadny do wartosci sktadowych do ich klasycznych odpowiednikéw nasyca sie w granicy 7 — oo
do liczby, ktéra nie réwna sie 1. W zaleznoéci od skali ukladu, innymi stowy, poczatkowej tem-
peratury, masy pola i poczatkowego czasu, poprawki moga by¢ duze.

W pracy H8 znalazlem ogdlne rozwiazania dla przestrzeni 1 + 1-wymiarowych rownan dla W w
przypadku swobodnego pola skalarnego. Oznacza to, ze symetria obrotéw i translacji w plaszczyznie
poprzecznej jest zachowana, ale nie ma wymogu niezmiennosci wzdtuz osi dtugosci ani niezmien-
noéci wzgledem odbicia osiowego. Symetria Bjorkena w wymiarze 0+1 jest przypadkiem szczegdl-
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nym. Przeanalizowalem ogélne rozwigzania, niezaleznie od tego, czy uklad jest w lokalnej czy
globalnej réwnowadze. W ramach uogdélnionych funkeji (dystrybucji) mozna to zapisaé jako

W(t,Z;pO,pT,pz) :6(p0)6(pz)/d§ |:e—i(t,/4M%+52_25)A(§;pT)+ei(t\/ﬁlm%-‘rﬁ?_zﬁ)A*(g;pT)

p> —m? i
+cos (2“’ (po)g_(pg)2> Feven(po, P, %)
(°)* — (p*)* . P2 — m?2 .
* p2 — m2 sin | 2w W FOdd(pOapTvp )

(27)

Notacja pr = /(p®)? + (p¥)2, m3 = m? + p*, w = z,p° — ¢, p* jest do$¢ standardowa. Parametr
¢ jest parametrem catkowym. Funkcje A, Feven, Foad Sa dotychczas nieograniczone. W sensie,
ze kazda funkcja spelnia wersje 1 + 1 wymiarowa réwnania (24). Wazne jest, aby zauwazy¢,
ze p* w (27) nie jest na powloce masy (nie jest “on-shell”). W rzeczywistosci, jak wyjasniono w
pracy [H8], tylko trywialne rozwiazanie (bez zaleznosci od czasoprzestrzeni) moze byé na powloce
masy p? = m?. Pierwszy czlon jest osobliwy oc §(p°)d(p?) i, jeéli w ogéle wystepuje, nie moze
mieé¢ granicy kinetycznej. Pozostale dwa czlony mogg mie¢ odpowiednig granice kinetyczng. Po
uwypukleniu skali dzialania stanu uktadu A i oznaczeniu € = ii/A, mozliwe jest sklasyfikowanie
rozwigzan majacych granice kinetyczna. Mianowicie, w granicy ¢ — 0, (27h)3W — 6(p? — m?2)f
z dodatnia funkcja f > 0. Szczegdly znajduja sie w publikacji [H8], a wyniki sa takie, ze Feven
i Fodd sa odpowiednio proporcjonalne do parzystej (a wiec rzeczywistej) czesci transformaty
Fouriera odpowiadajacej funkeji rozkladu kinetycznego f oraz nieparzystej (urojonej) czesci.

Dokladne rozwiazanie (27)
zachowuje swoje oscylacje
dla wszystkich wartosci ¢, i
nigdy nie przyjmuje postaci
odpowiadajacej klasycznemu
rozwiazaniu. Jednak ma-
jac ogdlng postaé¢ doklad-
nych rozwiazan, mozliwe
jest zweryfikowanie intu-
icyjnego zalozenia, ze po
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parametru szybkie oscy-
lacje wokdél éredniej moga
sie zrownowazy¢ i daé co$,
co bedzie bliskie klasy-
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cznemu oczekiwaniu kine-
tycznemu.
W szczeg6lnosei, w [HE],

Figure 5: Skalowana funkcja catkowana z Py, z [H8] poréwnatem dokladne (kwan-

towe) wyniki z ich kinety-
cznym (klasycznym) limitem przy réznych wartosciach e. Ograniczajaca funkcja rozkladu kinety-
cznego ma ksztalt Gaussa (a nie wykladniczy, jak w przypadku lokalnej réwnowagi w limicie Boltz-
manna), izotropowa w chwili 79 z efektywna temperatura Tp. Skala dzialania to Thry. Wybierajac
rézne wartosci tych parametréw, mozna sprawié¢, by skala uktadu byta dowolnie duza lub mala
w jednostkach fi. Na rysunku 5 wykreslono skalowana funkcje catkowana z ci$nienie wzdluznego
Pr, wzgledem przeskalowanego w. To znaczy, funkcja catkowana z Pr, po calkowaniu wzgledem
wszystkich zmiennych oprécz w, podzielony przez nieistotny staly prefaktor (ktéry nie zalezy od
w), wzgledem w = w/A.
Czarna linia ciggla, limit ¢ — 0 to zar6wno matle ¢ < 1, ktore jest nieodréznialne od klasycznego
rozkladu. Linia dla € = 0.5 znajduje sie prawie na samej goérze wynikéw klasycznych. Jednakze, w
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dhugim ogonie wystepuja fluktuacje powyzej i ponizej zera. Mimo ze sa to niewielkie odchylenia od
zera, dodatnia czes¢ znaczaco przewyzsza cze$¢ ujemna. Jak pokazano na rysunku 6, wciaz daje to
wzgledng korekte rzedu ~ 10% do ci$nienia wzdluznego. Nic dziwnego, ze inne przypadki, ktére juz
pokazuja znaczace odchylenia w obrebie catkownika, daja znacznie wieksze korekty, przekraczajace
100%. Oznacza to, ze uklad jest dominowany przez korekcje kwantowe, przynajmniej jesli chodzi o
Pr.. Podobne wyniki, cho¢ nieco mniejsze pod wzgledem wielkoSci, maja miejsce takze dla ci$nienia
poprzecznego oraz odpowiedniej gestosci energii, ktére otrzymuja korekty rzedu kilkudziesieciu pro-
cent.

Podsumowujac wyniki, z [H7]
i z [H8], poprawki kwantowe
zaleza od efektywnego dziala-
nia uktadu, a wolne pole kwan-
towe ma te sama ewolucje
stopni swobody hydrodynam-
icznych, co wolny gaz idealny
w limitach duzych skal dziata-
nia (w poréwnaniu do /). Syme-
tria Bjorkena moze byé¢ wystar-
czajaca do zapewnienia diu-
gozasiegowych skal czasowych
w odniesieniu do odwrotnych
poteg 7, ale nie ich stosunkoéw.
Istnieje wyrazna roéznica ilos-
ciowa, je$li nie jakosciowa, w
dtugim czasie, ktora jest nadal
widoczna dla malych skal dziatania, w standardowych jednostkach i przy uzyciu stalej Boltzmanna
kg, gdzie kgTymy < he.

25F

20

{PL /PEIHSS.

L40)

Figure 6: Stosunek Py, /Pgass: z [HS].

Wazng rzecza, ktora
nalezy zauwazyé w tym
momencie, jest to, ze duza

| exact 110 liczba samoodzialywan w
" — — hydro ewolucji stopni swobody
i \ - NLO hydrodynamicznych w (13),
I i\ ] wynika ze struktury samego
I i\ =-=-- NNLO // 0.8 réwnania Boltzmanna w
& I J\ NNNLO / 1 wersji relatywistycznej. Bardzo
@\:, I \ \ 0(>10) / ' podobna struktura, przed
[ \ // jakakolwiek aproksymacja,
i \ ,// 106 wystepuje w kwantowym
\ //f prekursorze funkeji rozkladu (26).
\\\‘ N ’//{;V’ Nie jest mozliwe bezposred-
=T nie uzycie (8) lub, bardziej
i Se- 10.4 precyzyijnie, jego wersji poza
0j5 T 1 5 '1'0 powloka. Czynniki (p - u)
afmic] w mianowniku powoduja

niecatkowalne bieguny. Jed-

nakze, lagodniejsza wersja
tego problemu pojawia sie
w przypadku Boltzmanna-Vlasova opracowanego w [H6]. Zostalo to rozwigzane za pomoca
zsumowanych momentéw (21). Dodatkowa komplikacja jest to, ze ta generacja momentéw jest
niewlasciwa poza powloka. Najbardziej bezposredni sposob, by to zauwazy¢, to spostrzezenie, ze
(p-u) # +/(p-w)? = |p- u|, poniewaz prawa strona nigdy nie jest ujemna, podczas gdy lewa
strona moze by¢ dla czasoprzestrzennych p? < 0. Zastapienie (p - u) jego wartoécia bezwzgledna
|p-u| w definicji (21) nie jest zbyt pomocne. Réwnanie dynamiczne wéwczas wygeneruje sprzezenie z
nowa generacja momentdw, majaca delta Diraca §(p-u) w catkowaniu, wynikajaca z wyprowadzenia

Figure 7: Anizotropia Ciénienia, z [H9].
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wartosci bezwzglednej, w sensie dystrybucji temperowanych. Ich dokladna ewolucja, z kolei, bedzie
sprzezona z nowymi momentami z 8’, i tak dalej. Mozna uniknaé tego wszystkiego dzieki rozwaznej
redefinicji zsumowanych momentéw. W pracy [H9] uzylem zestawdéw momentéw

o (C) = Al Al [ty (e S W), (28)

korzystajac z catek i pochodnych wzgledem zewnetrznego parametru ¢, mozna uzy¢ tylko dwoch
generacji, powiedzmy n = 1 in = 2, aby zapisa¢ stopnie swobody hydrodynamiczne oraz momenty,
z ktérymi sa one sprzezone. W szczegdlnosci, mozliwe jest zapisanie uogdlnienia (13)

PU0) = 2 (P+10) o + ga (P+1r) am - §9w”” 4 2nlighe _gplima
oo (29)
_ / ¢ [Cfm(”) i Va¢<1¥(m('/) g (2057 — 2065H) — Vaug ( gﬁw _ 2@,;5#”)} .
0

Oproécz dodatkowej komplikacji zwiazanej z catka wzgledem ( oraz momentami zaleznymi od (
po prawej stronie, jest to bardzo podobne do (13). Argumenty uzyte w przypadku klasycznym
dla metody momentéw moga zostaé¢ uogdlnione na przypadek kwantowy. Momenty C postepuja
zgodnie z przepisem dla momentéow ¢, stad zaleznosé od (. Najwazniejsza réznica miedzy “naive”
uogdblniona wersja (13) a jej uogdlniona wersja (29), polega na tym, ze jest ona dobrze okreslona,
niezaleznie od szczegbétéw off-shell W (z, p).

W [H9] przedstawiono prosty przyklad stanu dla wolnego pola skalarnego, w ktérym kwantowa
wersja momentu ffg“ Y (z klasyczna definicja, ale z off-shell W zamiast funkcji rozkladu f) nie ist-
nieje. Nalezy dodaé, ze w limicie kinetycznym (on-shell pozytywne W) catka wzgledem parametru
¢ moze zosta¢ wykonana dokladnie i ponownie uzyskujemy (13).

Jesli uogdlniony kernel kolizyjny jest traktowany w Przyblizeniu Czasu Relaksacji (RTA), sktad-
nik C1" moze by¢ dokladnie scalkowany wzgledem (. Co ciekawe, jesli sytuacja jest wystarczajaco
lagodna, jak w przypadku rozszerzenia Bjorkena z RTA, mozliwe jest zgrupowanie momentéw
nie-hydrodynamicznych i wykonanie catkowania wzgledem (. Korzystajac z liniowego operatora L

Llp(Q)] = 2¢ 0(C) /C T e o), (30)

Mozliwe jest skupienie niezerowych sktadnikéw momentéw nie-hydrodynamicznych po prawej
stronie réwnania (29) i bezposrednie wykonanie calki wzgledem parametru (.

Zastosowanie operatora wielokrot-
nie do doktadnych réwnan ewolucji
momentéw nie-hydrodynamicznych

oraz dodatkowych momentéw, PAQAN exact
do ktorych sie one sprzegaja, i [/-\’\\ \. —— hydro 14,
pozwala wykonaé dokladnie / AN —-— NLO |
. . . AP

catkowanie po ¢ takze w wyzszych « [/ AV —e—-= NNLO |
rz¢dach. Usuniecie dodatkowego g [ N\ N NNNLO 10.05
parametru ¢ z ogoélnej ekspan- G'I: i AN ]

< SO 1 S SRR 0(>10) |
sji hydrodynamicznej umozli- - T T m el O
wia sprawdzenie, czy argumenty < N\ S —;:/—/"
uzyte w limicie kinetycznym \\ P ]
nadal obowiazuja poza powloce r AN // 1-0.05
masa. W [H9], rzeczywiscie, \\\ P 1
uogdblnitem metode numeryczna, : —

. . 0.5 1 5 10
ktéra jest powszechnie stosowana
t[fm/c]

do uzyskiwania dokladnych rozwigzan

rownania Boltzmanna w kon- Figure 8: Anomalia Sladu, z [H9).
tekscie W off-shell i przeprowadz-

ilem takie testy. Dla dwdch
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rozwazanych warunkéw poczatkowych, mimo duzego wzglednego przyblizenia momentéw nie-
hydrodynamicznych, skladnik sprzezenia wlasnego dominuje w przypadku&, Pr i Pr. Hydro-
dynamika, jak sie spodziewano, jest stosunkowo dobrym przyblizeniem dla tych wielkosci. Z
drugiej strony, w kombinacji £ — 2Py — Pr, bezposredni wklad stopni swobody hydrodynam-
icznych upraszcza sie, co sprawia, ze hydrodynamika jest ztym przyblizeniem i wymaga znacznie
wyzszego rzedu w uogdlnionej ekspansji, aby zbiec do wynikéw modelu mikroskalowego. Oba
warunki poczatkowe sa bardzo odlegte od limitu kinetycznego i w rzeczywistoéci momenty nie-
hydrodynamiczne w (29) sg po prostu niemozliwe na brzegu. Aby to zobrazowaé, na rysunkach 7
i 8 znajduja sie wykresy z [H9], odpowiednio dla stosunku ci$nienia podluznego do poprzecznego
oraz anomalii §ladu skalowanej do gestosci energii, dla izotropowych warunkéw poczatkowych.

2.4 Podsumowanie

Podsumowujac, artykuly zawarte w osiggnieciu naukowym poswiecone sa hydrodynamice w kon-
tekscie zderzen jonéw ciezkich. Celem jest zrozumienie, czy i dlaczego hydrodynamika moze by¢
stosowana, pomimo duzych gradientéw i nieidealnych sktadnikéw.

W publikacjach [H1-H4] gléwnym tematem jest hydrodynamika anizotropowa. Poczatkowa idea
polega na zastosowaniu uogélnionej wersji rownowagi lokalnej. W ten sposéb zachowuje sie
limit swobodnego rozpraszania (zanikajace oddzialywania), odzyskuje sie hydrodynamike lepka
drugiego rzedu, liniaryzujac odchylenia od réwnowagi (w poblizu réwnowagi), a takze traktuje
si¢ sktadniki nienaidealne w sposob nieliniowy dla duzych odchylen od réwnowagi. Anizotropowy
ansatz dostarcza dodatkowych stopni swobody, dlatego w ogélnosci potrzebne sg dodatkowe réw-
nania dynamiczne. W [H1] zaproponowalidmy ich wyprowadzenie z drugiego momentu réwna-
nia Boltzmanna. Oprécz poprawy zgodno$ci z wynikami kinetycznymi, wprowadzona metoda
geometryczna moze zostaé latwiej rozszerzona. To, co zrobilem w [H2], to uogdlnienie réwnan
uwzgledniajacych wszystkie skladniki nieidealne, niezaleznie od symetrii rozwoju. Z poréwnan nu-
merycznych [H3] wynika, ze ciSnienie objeto$ciowe jest do$é trudne do dokladnego odwzorowania
w hydrodynamice anizotropowej. Z drugiej strony, nowsze podejscie do hydrodynamiki lepkiej
drugiego rzedu jest zadziwiajaco dobre. Zalozenie dotyczace formy funkcji rozkladu wydaje sie
mniej istotne niz metoda wyboru réwnan ruchu. W rzeczywistodci, w [H4] uogdlnitem metode
momentow do anizotropowego tta. To zachowuje samoodzialywania stopni swobody hydrodynam-
icznych w ich ewolucji, w tym te nienaidealne. Pozostawiajac wszystkie przyblizenia w traktowaniu
pozostalych stopni swobody nienaidealnych, ktére pojawiaja sie w dokladnej ewolucji sktadnikow
nienaidealnych. Otrzymana receptura jest znacznie dokladniejsza niz wczeéniejsze wersje i lep-
sza niz hydrodynamika lepka drugiego rzedu. Publikacja [H5] dotyczy hydrodynamiki z real-
istycznym réwnaniem stanu. Kwaziczastki sprzezone z terminem “bag” moga dopasowaé kazde
rownanie stanu w rownowadze. UogélniliSmy metode momentéw do wyciagania wspélczynnikéw
transportu w hydrodynamice lepkiej drugiego rzedu. Jako ze brakowalo dokladnego rozwiazania,
poréwnaliémy z hydrodynamika anizotropowa z realistycznym réwnaniem stanu, potwierdzajac
tendencje obserwowana w [H3]: wyniki hydrodynamiki anizotropowej sa zblizone do hydrody-
namiki lepkiej, o ile ta ostatnia jest uzyskiwana za pomoca metody momentéw.

Wymoég asymptotycznie stabych oddzialywan w kinetycznej teorii wzglednosciowej stoi w sprzecznosci
z silnym oddziatywaniem, ktére jest potrzebne, aby uzyskaé maly stosunek lepkosci Scinajacej do
entropii, co z kolei jest niezbedne do dopasowania danych eksperymentalnych. Publikacja [H6]
stanowi pierwszy krok do uogélnienia metody momentéow do tla, ktore nie jest czysto kinety-
czny teoria wzglednosciowa. Rozwazalismy przypadek réwnania Boltzmanna-Vlasova, w szczegdl-
noéci poréwnaliSmy wyniki uzyskane za pomoca uogdlnionej metody momentéw z doktadnym
rozwigzaniem (0 + 1)-wymiarowego rozwoju plazmy, ktéra oddzialuje z polem elektrycznym.
Stwierdzilidémy, ze praktyczne jest uzycie zbioru zresumowanych momentéw zamiast regularnych,
aby unikna¢ zle okreslonych wyrazow przy wyzszych rzedach oraz moc ustali¢ poczatkowa pochodna,
oprocz warunkéw poczatkowych, dla kazdej zmiennej dynamicznej w miare jak rozwdj idzie w
wyzsze rzedy. Ta modyfikacja rozwoju okazala si¢ bardzo uzyteczna do dalszego uogdlnienia
metody momentéw. Relatywistyczne réwnanie Boltzmanna mozna traktowaé jako rozwiniecie w
malym A réwnan, ktore spelnia jego kwantowy odpowiednik w teorii pél kwantowych. Poniewaz
h =~ 200 MeV-fm/c, nie ma szczegilnego powodu, aby uznaé korekcje kwantowe za male w
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zderzeniach cigzkich jonéw, szczegdlnie w poczatkowych etapach: setki MeV/c dla typowego pedu,
ale gestoéci, ktore musza sie znaczaco zmienia¢ na odlegltoSciach mniejszych niz fm z powodu
ograniczonego rozmiaru.

Publikacje [H7-H8| sa poswigcone dokladnym rozwiazaniom, poza réwnowaga, dla wolnego pola
skalarnego. Zastosowane metody sa rézne, ale oba badania pokazuja, ze korekcje kwantowe sa
duze.

Publikacja [H9] jest sformalizowaniem intuicyjnego stwierdzenia. Metoda momentéw opiera sie
na strukturze relatywistycznego réwnania Boltzmanna, ta struktura jest obecna w kwantowym
prekursorze funkcji rozkladu przed jakakolwiek aproksymacja, ktéra prowadzi do relatywisty-
cznej teorii kinetycznej: powinno by¢ wiec mozliwe rozszerzenie tej metody na pelny przypadek
kwantowy, poza réwnowaga. I wlasnie to zrobilem w [H9]. Konieczne jest uzycie innego zestawu
momentow, a nie naiwnych rozszerzen tych stosowanych w teorii kinetycznej. Jest to podobne do
podejécia zastosowanego w [H6], ale przypadek poza réwnowaga jest na tyle rézny, ze wymaga in-
nego zestawu zresumowanych momentéw. Wynikajace z tego rozszerzenie jest dobrze zdefiniowane
na wszystkich rzedach, a rzad wiodacy to druga-rzedowa hydrodynamika lepkosci.

3. Inne Osiggniecia Naukowe
3.1 Lista Pozostalych Publikacji (Niezawartych w Osiggnieciu Naukowym)

P1. F.Becattini, L. Tinti, The Ideal relativistic rotating gas as a perfect fluid with spin, Annals
Phys. 325 (2010) 1566-1594

P2. F.Becattini, L. Tinti, Thermodynamical inequivalence of quantum stress-energy and spin
tensors, Phys.Rev.D 84 (2011) 025013

P3. F.Becattini, L. Tinti, Nonequilibrium Thermodynamical Inequivalence of Quantum Stress-
energy and Spin Tensors, Phys.Rev.D 87 (2013) 2, 025029

P4. W. Florkowski, R. Ryblewski, M. Strickland, L. Tinti, Leading-order anisotropic hydrody-
namics for systems with massive particles, Phys.Rev.C 89 (2014) 5, 054909

P5. F. Becattini, L. Bucciantini, E. Grossi, L. Tinti, Local thermodynamical equilibrium and the
beta frame for a quantum relativistic fluid, Eur.Phys.J.C 75 (2015) 5, 191

P6. W. Florkowski, E. Maksymiuk, R. Ryblewski, L. Tinti, Anisotropic hydrodynamics for a
mizture of quark and gluon fluids, Phys.Rev.C 92 (2015) 5, 054912

P7. W. Florkowski, R. Ryblewski, M. Strickland, L. Tinti, Non-boost-invariant dissipative hy-
drodynamics, Phys.Rev.C 94 (2016) 6, 064903

P8. D. Montenegro, L. Tinti, G. Torrieri, Ideal relativistic fluid limit for a medium with polar-
ization, Phys.Rev.D 96 (2017) 5, 056012, Phys.Rev.D 96 (2017) 7, 079901 (addendum)

P9. D. Montenegro, L. Tinti, G. Torrieri, Sound waves and vortices in a polarized relativistic
fluid, Phys.Rev.D 96 (2017) 7, 076016

P10.L. Tinti, W. Florkowski, Particle Polarization, Spin Tensor, and the Wigner Distribution
in Relativistic Systems, Monograph in the Book Strongly Interacting Matter under Rotation,
DOI:/10.1007/978-3-030-71427-7_5

P11. M. Gazdzicki, M.I. Gorenstein, O. Savchuk, L. Tinti, Notes on statistical ensembles in the
Cell Model, Int.J.Mod.Phys.E 29 (2020) 08, 2050060

P12. M. Gazdzicki, M. Gorenstein, I. Pidhurskyi, O. Savchuk, L. Tinti, Fquilibration and Locality,
Acta Phys.Polon.B 53 (2022) 8, 8-A2

P13. M. Gazdzicki, D. Kikola, I. Pidhurskyi, L. Tinti, Spatial correlations of charm and an-
ticharm quarks at hadronisation, preprint (2023), arXiv:2305.00212
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P14. L. Tinti, A. Vereijken, S. Jafarzade, F. Giacosa, Scalar field with a time-independent clas-
sical source is not trivial after all: From vacuum decay to scattering, Phys.Rev.D 110 (2024) 11,
116004

P15. A. Daher, L. Tinti, A. Jaiswal, R. Ryblewski, Quasiparticle second-order dissipative hydro-
dynamics at finite chemical potential, Phys.Rev.D 111 (2025) 7, 074011

P16. M. Gazdzicki, D. Kikola, I. Pidhurskyi, L. Tinti, Apparent teleportation of indistinguishable
particles, preprint (2023), arXiv:2503.10565

3.2 Wnioski Koncowe

Moja praca magisterska dotyczyta badania cieczy wirujacych w ramach skutecznych Lagrangianéw.
Podczas moich studiéw doktoranckich we Florencji, badalem ciecze wirujace w teoriach pola
kwantowego, a w szczegdlnosci role tensora spinowego i wybér “pseudogauge”. Moja rozprawa
doktorska opierala si¢ gléwnie na publikacjach [P1-P3]. Publikacja [P5] jest zwiazana z praca,
ktora wykonywatem podczas studiéw doktoranckich, mianowicie rozszerzeniem termodynamiki i
lokalnej réwnowagi na systemy kwantowe, przy uzyciu podejscia Zubareva. Po uzyskaniu dok-
toratu w 2013 roku rozpoczalem pierwsza prace na stanowisku doktora-stazisty na Uniwersyte-
cie Jana Kochanowskiego w Kielcach. Moja gléwna dziedzina badan przesuneta sie w kierunku
hydrodynamiki anizotropowej [H1, P4, H2, H3, H4, P6, P7, H5|. Miedzy koricem pierwszego
post-doktora a drugim na Uniwersytecie Stanowym Ohio, badatem oczekiwane wlasciwosci cieczy
wirujacych z ich asymptotycznymi symetriami w skutecznych dziataniach [P8, P9]. Kontyn-
uowalem prace nad generalizacja rozszerzenia hydrodynamicznego [H6]. W 2017 roku przeniostem
sie na Uniwersytet Goethego w Niemczech. Stworzylem monografie z profesorem Florkowskim na
temat polaryzacji czastek w wolnych polach w formalizmie Wignera [P10], oraz jego zwiazku z
makroskalowymi tensorami energii-pedu i spinowymi.

W ramach wspélpracy z moim bylym promotorem i jego doktorantem, obliczyliSmy dokladne
wartosci tensora energii-pedu poza réwnowaga [HT7], poddajac go ekspansji w wymiarze 0 + 1
(symetria Bjorkena).

W miedzyczasie dotaczylem do wspdlpracy z eksperymentalistami i teoretykami, aby bada¢ funda-
mentalne aspekty materii tworzonej w zderzeniach jonéw ciezkich oraz jej mozliwe konsekwencje
w obserwacjach. Ten dlugoterminowy projekt trwa nadal. Gléwnym celem byla termalizacja,

struktura przyczynowa oraz mozliwe lamanie klasycznych oczekiwan z powodu efektow kwan-
towych [P11, P12, P13, P16|.

Pracuje nad tymi tematami podczas mojego obecnego zatrudnienia na Uniwersytecie Jana Kochanowskiego.
Kontynuuje badania nad fundamentalnymi aspektami hydrodynamiki oraz jej zastosowaniami
fenomenologicznymi [H8, H9, P15]. Jako wspdlopiekun pracy doktorskiej Arthura Verejkena
rozpoczatem wspolprace z grupa profesora Giacosy, publikujac prace na temat doktadnych rozwiazan

dla kwantowego pola skalarnego wchodzacego w interakcje z klasycznym 7rédlem [P14].
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